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I) CONCEPTO DE FUNCION. DEFINICIONES

Ejemplo 1: Considerar la funcién y:f(x):x2

Podemos estudiar su comportamiento utilizando un diagrama de conjuntos o diagrama de Venn':

Dom(f)=R Im(f)=R"

Ahora bien, en la préactica lo anterior se suele indicar mas bien mediante tabla de valores:

X .. 2110|121 |2]S3
fo)=x*| ... 4 | 1|0 | 1] 4|09

(NOTA: mas adelante veremos que esta funcién se trata de una parabola...)
Por ejemplo, se dice que la imagen de 3 a través de la funcion anterior es 9, y se designa como f(3)=9

iMuy importante!: Para que una funcién esté bien definida, cada x no puede tener mas de una imagen.

Definiciones:

« Una funcion es una aplicacién entre dos conjuntos d e tal manera que a cada elemento —llamado x, o
variable independiente- del conjunto inicial le corresponde un Unico_eleme nto a lo sumo -llamado
imagen de x, o f(x)- del conjunto final ».

Como acabamos de indicar, x se llama variable independiente , mientras que y es la variable dependiente
(ya que, obviamente, depende de x).

f(x) se llama imagen de x, mientras que x se llama antiimagen de f(x). En el ejemplo anterior, la antiimagen
de y=9 seria x=13.

Dominio de definicién de la funcién: « Es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen»;
se suele designar como Dom (f), o Domf(x), etc. En el ejemplo anterior seria, l6gicamente, Dom (f)=R, como
se indica en el propio diagrama de conjuntos.

! Introducidos en 1880 por el matematico y filésofo britdnico John Venn (1834-1923)
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Imagen o Recorrido de la funcién:  «Es el conjunto formado por todas las imagenes f(x) posibles que
recorre la funcidon»; se puede designar como Im(f), o R(f), etc. En el ejemplo anterior seria, l6gicamente,
Im (f)=R", como también se indica en el diagrama.

Por tanto, la definicién exhaustiva de esta funcion seria: ff R— R"
X ————» f(x):x2

pero en la practica, por comodidad, se suele abreviar diciendo simplemente f(x):x2

Ejercicios final tema: 1y 2

1) GRAFICA DE UNA FUNCION

Ejemplo 2: Construir la gréafica de f(x):x2 mediante tabla de valores. :
X . 5|-4]|-3|-2|-1|]0|21|2|3]|]4]|5 - I::>
f)=x"| ...

Definicion: «La grafica de una funcion y=f(x) estd formada por los « puntos
(x,y) que verifican la expresion y=f(x)».

Observaciones:

1°) Podemos obtener graficamente el Dom(f) si nos desplazamos
imaginariamente de izquierda a derecha a lo largo del eje x y vamos viendo -hacia arriba o hacia abajo-
cuando existe imagen, es decir, cuando hay grafica.

De la misma forma, podemos obtener el Im(f) a partir de la gréfica si nos vamos desplazando
imaginariamente a lo largo del eje y de abajo a arriba y vamos viendo -a izquierda y derecha- cuando
existe antiimagen(es), es decir, cuando hay grafica.

29) El hecho de que un mismo x no pueda tener mas de una imagen se traduce graficamente en que «Toda
recta vertical que se desplace imaginariamente a lo largo de la gréafica s6lo puede cortar a ésta a lo sumo
en un punto®».

Ejemplo 3: Dada f(x) = Jx , Se pide: a) Representarla graficamente.

b) Deducir su Dom(f) e Im(f) a la vista de lo anterior.

f(x)=vx

Dom (f)=

Im (f)=

En cambio, una recta horizontal que se desplace imaginariamente por la grafica puede cortar a ésta en varios puntos, lo
gue corresponde al hecho de que un mismo f(x) puede tener varias antimagenes ... (como ocurre en el ejemplo 2)

Texto bajo licencia Crative Commons: se permite su utilizacion didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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Ejercicios final tema: 3 a 6

l1l) CALCULO DEL Dom(f) DE LAS FUNCIONES MAS HABITU ALES

Vamos a ver una serie de "recetas" para deducir el dominio de definicion de una funcién a partir
exclusivamente del tipo de expresién analitica, es decir, sin necesidad de dibujar su grafica previamente.

[11.1) Euncién polindmica:  «Dom[f(x) polinémica ]=R»

La explicacién es obvia: recordemos que el dominio de una funcién esta formado por todos los x para los que
existe imagen, y es evidente que, sea cual sea el polinomio, siempre va a existir imagen ¥xcR.

I11.2) Funcidén racional:  Recordar que una funcién racional es toda aquella que se puede expresar como
_9(x)
h(x)

un cociente, es decir, una funcién del tipo f(x)

Pues bien, es obvio que para una funcidn tal existira imagen siempre que el denominador no se anule; por lo
tanto: «El Dom(f) de una funcion racional esta formado por todos los x para los que no se anula el
denominador» . Expresado en lenguaje matematico:

Dom [f(x) :%} :{x/h(x) # o}

En la practica, esto se traduce en ver cuando se anula la expresion del denominador, es decir, resolver una
ecuacion; aquellos x que sean raices del denominador tendremos que excluirlos del dominio:

Ejemplo 4: Obtener, razonadamente, el Dom(f) de las siguientes funciones racionales:

a) f(x) -2 (Sol: Dom(f)=IR-{4})
X—4
2
b) f(x)=— 2 (Sol: Dom(f)=IR-{+2})
X -—
c) f(x)= 2 (Sol: Dom(f)=IR)
X2 +4
111.3) Funcién irracional: Recordar que una funcion irracional es aquella en la que la x figura dentro de
una raiz.

En este tipo de funciones es evidente que, si el indice de la raiz es par, entonces existir4 imagen siempre que
el radicando sea =0; ahora bien, si el indice es impar, no hay ningln problema en que el radicando sea
negativo. Por lo tanto: «El Dom(f) de una funcién irracional de_indice par esta formado por todos los x
para los que su radicando es  =0». Expresado en lenguaje matematico:

Dom [f(x) = pf/@} ={x [ g(x) = O}

En la préctica, esto se traduce en resolver una inecuacion:

Ejemplo 5: Obtener, razonadamente, el Dom(f) de las siguientes funciones irracionales:

Texto bajo licencia Crative Commons: se permite su utilizacion didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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(Sol: Dom(f)=[9, )

a) f(x)=+x-9

(Sol: Dom(f)=(-00,-3]U[3,))

b) f(x)=+/x*-9

(Sol: Dom(f)=(-00,1]U[3, 0))

c) f(x)=x*-4x+3

(Sol: Dom(f)=IR)

d) f(x)=+vx*+9

(Sol: Dom(f)=IR)

e) f(x)=3x-9
f) f(x)=+x*+x+1

(Sol: Dom(f)=IR)

NOTA: Para hallar también analiticamente el Im(f) habria que obtener, previamente, la inversa de f(x) —como
veremos en el apartado VIII-, y hallar a continuacién el dominio de ésta; como ello puede resultar

complicado, se recomienda preferiblemente hallar el Im(f) graficamente.

Ejercicios final tema: 7y 8

IV) PROPIEDADES QUE SE DEDUCEN DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION
ica sin levantar el lapiz del

«Una funcién es continua si puede dibujarse su graf

IV.1) Continuidad:
papel ®. En caso contrario, se dice gue es discontinua»

En el tema 4 (Limites y continuidad) veremos una definicion mas formal de continuidad, que nos permitir4, ademas,
obtener la continuidad de una funcién sin tener que representarla. De momento, nos contentaremos con esta definicién

"intuitiva”, a partir de la grafica.
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siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin &nimo de lucro. En otros casos se requiere el permiso

del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es)



MATEMATICAS aplicadas a las CCSS |
ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA

NOTA: La continuidad se indica siempre respecto al eje x.

Ejercicio final tema: 9

IV.2) Crecimiento y decrecimiento. M y m:

Idea intuitiva:
f(x") \
" / 09 [\
f(x")
7 X X' X X' T~
FUNCION CRECIENTE FUNCION DECRECIENTE

Def: «Una funcién es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple que, a medida
gue aumentan las x, aumentan también las imagenes f(x) correspondientes>.

«Una f(x) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple que, a medida
gue aumentan las x, disminuyen las imagenes f(x) correspondientes».

Mas formalmente:

f(x) es creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x' = f(x) < f(x')

f(x) es decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x' = f(x) > f(x)

Observaciones:
1°) Para indicar que una funcién es creciente utilizaremos el simbolo 7, y N si es decreciente.

2°) En el caso de una funcién constante, la definicion seria: x < x' = f(x) = f(x)

B En general, las funciones no son siempre crecientes o siempre decrecientes, sino que presentan intervalos de
crecimiento 0 monotonia:

<+— CREC — DECRE{, —»<4— CREC

1

!

i
m

Def: «Una funcién presenta un maximo (M) en un punto si en las proximidades de dicho punto pasa de
forma continua de creciente (7) a decreciente (N) ».

«Una funcién presenta un minimo (m) en un punto si en las proximidades de dicho punto pasa de
forma continua de decreciente (N) a creciente (7) ».

Texto bajo licencia Crative Commons: se permite su utilizacion didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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Mas formalmente:
f(x) tiene un M en x=a si en todos los x préximos a ese punto se verifica f(x)<f(a)

f(x) tiene un m en x=a si en todos los x proximos a ese punto se verifica f(x)>f(a)

Observaciones:
1°) Los intervalos de crecimiento, también llamados de monotonia, se indican respecto al eje x.
2°) Los M y m que hemos definido se llaman extremos relativos®.

3°) Cuando veamos el ultimo tema (Derivadas), veremos una forma rapida y cémoda de obtener los intervalos
de crecimiento y los extremos relativos, no gréafica sino analiticamente.

4°) Puede haber varios M 0 m, no haber, o infinitos.

59) Si la f(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

Ejercicio final tema: 10

IV.3) Cortes con los ejes:

Observando la siguiente gréfica ejemplo:

—L__1
' ]
] ]
' '

.
T
'
'
R
'
|
'

SR P R [ P

SR B T

1
N
-
=

[ R IR )

[ D
]
]
'

es facil entender la forma de obtener analiticamente —es decir, sin necesidad de dibujar previamente su
grafica- los puntos donde una funcién corta a los ejes de coordenadas, y que se resume en la siguiente tabla:

CORTE CON: ¢COMO SE CALCULA? ¢CUANTOS CORTES PUEDE HABER?

) Haciendo y=0 _ .
eje x . ninguno, uno, o varios
(Supone resolver una ecuacion)

ejey Sustituyendo x=0 uno o ninguno

Ejercicios final tema: 11y 12

4 Zo - .. . L. ..
El maximo y minimo que estamos definiendo se llaman extremos relativos o locales; el proximo curso los definiremos
mas formalmente, y también veremos que hay extremos absolutos...
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IV.4) Simetria:
a) f(x) PAR:

f(-x)=f(x) = f(x) simétrica respecto al eje y [f(x) SIMETRICA PAR]

\
A

POJ T NP e S

=X

b) f(x) IMPAR:

f(-x)=-f(x) = f(x) simétrica respecto al origen [f(x) SIMETRICA IMPAR]

Observaciones:

1°) En la préactica, para ver si una funcién es simétrica a priori, es decir, sin necesidad de representarla
graficamente, tenemos que hallar f(-x), es decir, reemplazar x por —x (jutilizando, cuando sea necesario,

paréntesis!), y simplificar la expresién resultante; a continuacién, tenemos que ver si f(-x) corresponde a
alguno de los siguientes tres casos:

f(x) = PAR
f(-x)=7 —-1(X) = IMPAR
ninguno de los anteriores = no es simétrica

2°) Existen mas tipos de simetria, pero nosotros este curso sélo vamos a ver estos dos.
3°) Una funcién no tiene por qué ser siempre simétrica; de hecho, la mayoria de las funciones no lo son.

49) Utilidad de advertir a priori —sin necesidad de hacer previamente una tabla de valores para dibujar su
grafica- si una funcion es simétrica:  en caso de ser simétrica, podemos dedicar nuestros esfuerzos a la
parte positiva del eje x, y dibujar comodamente su mitad negativa sabiendo que sera simétrica...

Por ejemplo, si una funcion es par y presenta un M(2,5), necesariamente tendra otro en M(-2,5);
ahora bien, si fuera impar, lo que presentaria es un m(-2,-5).

5°) Se utiliza el adjetivo "par" porque la funcion simétrica par tipica es y=x®, es decir, con exponente par

(también tendria la misma simetria y=x*, y=x*-2x°, etc.). De la misma forma, la funcién impar por
antonomasia es y=x".

Ejercicios final tema: 13 a 16 (Simetria)

17 y 18 (Estudio completo de una funcién)
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V) TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

TRASLACION
hacia ARRIBA

y=f(x) £k . ]

TRASLACION
=1(X) hacia ABAJO

=
*

fo TRASLACION
hacia la
IZQUIERDA

y=f(x £k)

N TRASLACION
hacia la
DERECHA

,
Z

k>1 CONTRACCION

O<k<1 EXPANSION

<
=

y=k-f(x)

(Reflexion +)
~1<k<0 EXPANSION

. (Reflexion +)
k<=1 CONTRACCION

R
1

=

Ko

I
—

REFLEXION

respecto al EJE
y=—f(x) — pee

REFLEXION
respecto al EJE
Y

y=f(=x)
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Ejercicios final tema: 19y 20

VI) ALGUNOS CASOS PARTICULARES DE FUNCIONES

VI.1) Funcién constante _y=k

Su gréfica, l6gicamente, es una recta horizontal, que corta al eje vertical a la altura de k unidades; ejemplos:

y=3

y=-2

=-4 x=1

De forma parecida, x=K representa una recta vertical, la cual corta al eje x a la altura de k unidades; en el
gréafico anterior puede verse un par de ejemplos de este caso. ¢Qué ecuacién tendran entonces los ejes de
coordenadas?

VI.2) Funcién afin_ y=mx+n

La gréfica de una funcion de 1% grado es siempre una recta. Ya vimos en los ejercicios del comienzo del tema
gue para representar una recta basta con dos valores (habitualmente se suele dar x=0 e y=0,
correspondientes a los cortes con los ejes).

y=2x+3
y=2x-5

Ejemplo 6: Representar sobre los mismos ejes.

y=-3x-5

Consecuencias: 1°) m (el coeficiente de las x) se llama pendiente , e indica la inclinacion de la recta:

m>0 = recta CRECIENTE
m<0 = recta DECRECIENTE

(Si m=0 -es decir, si la recta carece de término en x- significa que la recta y=n sera
horizontal, es decir, constante, como vimos en el subapartado anterior)

Texto bajo licencia Crative Commons: se permite su utilizacion didactica asi como su reproduccién impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin &nimo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
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2° n (el t° indpte.) se llama ordenada en el origen , e indica donde corta la recta al eje y
(Si n=0 -es decir, si la recta carece de t° indpte.- significa que la recta y=mx
necesariamente pasara por el origen; se llama funcién de proporcionalidad directa)

y=2x+3 y=-3x-5
A=3 : A:y—2
N K
. : +
/ﬁx=l A!_FX@ <_
AX=F Y2
"'/ Arnyka : X
K LXYFHF H
3 Aviz=Gi
y==0
/ :
AX=2 \\ ,N==5
AX=2
Por cada unidad que aumentala x lay Por cada unidad que aumentala x lay FUNCION CONSTANTE
aumenta 2 unidades = m=2 disminuye 3 unidades = m=-3 m=0
m:ﬂ:g_ﬂ_”_:z m:ﬂ:;s:ﬁ:_:—?,
AX 1 2 X 1 2
Por lo tanto, en funcién del signo de m y n, existen 4 casos:
/ \\ X
/ N \
"1 J/ \
/ / ‘ \
/ {/ \\ \\
// / n \
4 A\
/ / R
7 / \
m>0 m>0 m<0 m<0
n>0 n<0 n>0 n<0

Ejercicios final tema: 21 a 25

VI.3) Funcién cuadratica_y=ax “+bx+c

La gréafica de una funcién de 2° grado es siempre una parabola. Recordar de cursos anteriores que la forma
rapida de representarla, mejor que mediante tabla de valores, es hallar los siguientes elementos:

b
1°) Vértice: Su abscisa viene dada por x,, = —— ; la ordenada y, se obtiene sustituyendo x, en la
ecuacion de la parabola. 2a

Texto bajo licencia Crative Commons: se permite su utilizacion didactica asi como su reproduccién impresa o digital
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29) Cortes con los ejes: El corte con el eje x se obtiene haciendo y=0, es decir, resolviendo la

ecuacion de 2° grado asociada a la parabola; nétese que la pardbola no
tiene por qué cortar necesariamente a dicho eje.

El corte con el eje y se obtiene simplemente sustituyendo x=0 en la ecuacion
de la parabola. Siempre va a cortar a dicho eje.

Observaciones: M El signo del coeficiente cuadratico, a, nos indica la orientacion de la parabola:

\ ./ /. <0\

B Las ramas de la parabola son simétricas respecto a un eje vertical que pase por su
vértice.

B Caso particular: y=ax

Aplicando todo lo anterior es trivial comprobar que la parabola y:ax2 pasa por el origen,
el cual es a la vez su vértice y su corte con los ejes.

2

Ejemplo 7: Representar la parabola y=x*-4x+3

Ejercicios final tema: 26 a 37

VI.4) Hipérbolas: Son curvas cuya expresion es de la forma|y = ang , donde cz0
cX

Ejercicio final tema: 38
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A la vista del ejercicio anterior, para representar una hipérbola ya no es necesario hacer una tabla de valores,
sino seguir los siguientes pasos:

. a
1°) ASINTOTAS: AH: Y= c

ola

A.V: Anular el denominador: cx+d=0 = |X=-

b
2°) CORTES EJES: Corte eje x: y=0 = ax+b _ 0= |x=-=
cx+d a

. oo b

Corte eje y: Sustituir x=0 = |y = q

: - . . . k
Caso particular: Funcion de proporcionalidad invers ay= X

. L ax +k k ) L,
Si en la hipérbola y =—— hacemos a=d=0 y c=1, obtenemos Y =;, es decir, la llamada «Funcién de

proporcionalidad inversa », ya vista en cursos anteriores. Recordar su grafica, en funcion del signo de k:

I
l
|
|
/
/

X | w

'R

"

Ejercicios final tema: 39 a 44

VI.5) Euncion "parte entera” f(x)=Ent(x)

«Es la funcién que asocia a cada x el entero mas préximo situado a su izquierda en la recta real».
Por ejemplo: Ent (5,3)=5

Ent (5)=5

Ent (-4,7)=-5

Ent (-3)=-3

etc...
Gréfica de la funcién Ent(x): Ejercicio final tema: 45
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VI.6) Eunciones a trozos

Para obtener la grafica de una funcion definida a trozos, también llamada definida por ramas, hay que

representar cada rama en su dominio particular de definicion, como puede observarse en los siguientes
ejercicios:

Ejercicios final tema: 46 y 47

VI.7) Euncién valor absoluto:

Definicion:

X Si x>0

f(x):|x|:{_x si x<0

Por lo tanto, su representacion grafica sera:

Ejemplo 8: Representar f(x)=|2x-4| y expresarla como funcion definida a trozos.

Conclusién: Pasos a seguir para representar [f(x)|:
1°) Representar f(x):
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eje x:

Por lo tanto, la clave a la hora de dibujar [f(x)| es ver cuando se anula la funcion del interior del val ~ or
absoluto -es decir, f(x) -, y reflejarla en los intervalos convenientes.

Ejercicios final tema: 48y 49

50 a 59 (Problemas de aplicacion)

VII) INTERPOLACION y EXTRAPOLACION

Ejemplo 8: Sabido es que los censos de poblacion se realizan habitualmente cada 10 afios. La tabla adjunta
muestra la evolucién de la poblacion de la Comunidad de Madrid en los ultimos decenios:

Ao 1991 2001 2011

Poblacion | 4.947.555 | 5.372.433 | 6.489.680

Fuente: Instituto de Estadistica de la Comunidad de Madrid (www.madrid.org/iestadis/)

Nos hacemos dos preguntas: ¢ Cual fue la poblacién en 20067 ¢ Cual sera la poblacion estimada en 20137
Cuando queremos conocer un dato comprendido entre dos datos de la tabla el proceso se llama
interpolacion (en este caso, 2006). Por el contrario, si el dato buscado esta fuera de la tabla se trata de

extrapolacion (2013 en el ejemplo).

Para resolver las dos cuestiones planteadas, en primer lugar vamos a representar los datos de la tabla:

POBLACION 4

5.000.000 ]

1.000.006-

AROS

1991 2001 2011
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Observamos que los datos estan bastante alineados, y por lo tanto vamos a aplicar interpolacién lineal
(también existe cuadratica, exponencial, etc.), es decir, suponemos que la relacién funcional entre las dos
variables del fendmeno estudiado es una recta . Para estimar la poblacion en 2006 calcularemos la recta que
pasa por los dos ultimos puntos:

Comparese el valor obtenido con el real, 6.008.183 habitantes, que puede obtenerse en la fuente
mencionada en la tabla. Y para estimar la poblacion madrilefia en 2013 podemos utilizar la misma recta:

(Valor real: 6.495.551 habitantes)

A la hora de interpolar, conviene tener en cuenta:

— En primer lugar, conviene representar los datos mas dados, para ver si procede aplicar
interpolacion lineal, o cuadratica, etc.

— Para calcular la recta de interpolacién (o extrapolacién) tenemos que escoger los dos datos mas
cercanos al dato del cual nos piden una estimacion.

- La extrapolacién es tanto menos fiable cuanto mas nos alejemos de los datos dados.

Por ultimo, en ciertos casos se puede interpolar/extrapolar graficamente. Los ejemplos mas tipicos son los
de la evolucion de la poblacion mundial, o de las temperaturas medias debido al cambio climatico:

Evolucion de la poblacidn mundial (1500-2050)

Foblacion dmiles de mil lones)
>

[

1450 500 1550 1R00 &S0 1T00 1730 1800 1850 1800 1950 00 2050 2100
Ao

Ejercicios final tema: 60 a 68
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